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ABSTRAKT. Prispévek se zabyva Godelovou vétou o netiplnosti a jejimi disledky pro matematiku a pocitani a

moznymi souvislostmi ve fyzice a v racionalnim poznani.

ABSTRACT. The contribution deals with the Godel’s incompleteness theorem and its consequences in mathematics
and computation and also with possible connections in physics and in rational understanding of the world.
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1. UVOD

V poznavani ptirody doslo ve 20. stoleti ke tfem,
pro fyziku velice zavaznym krizim a prelomtm,
které vedly kpodstatnému prohloubeni naSich
znalosti a naSeho pohledu na pfirodni déni. Dvé
z nich jsou vSem fyzikim dobfe znamy a tykaji se
chapani prostorocasovych vztahti (teorie relativity) a
jevil na urovni mikrosvéta (kvantova teorie). Tyto
dvé velké teorie tvoii jadro fyziky nasi doby. Tteti
krize a zni plynouci pouceni se tykaji predevsim
matematiky, matematické logiky a matematické
informatiky.

Maji vibec témto otazkam fyzikové vénovat
pozornost? Fyzika ma piece stale co délat s vlastnimi
otevienymi otazkami. Kupf. pravé se sloucenim
obecné relativity s kvantovymi jevy, s interpretaci
kvantové teorie a se sjednocovanim rtznych typt
fyzikalnich interakci, tedy s “teorii v§eho”.

Myslim, zZe fyzikové maji a museji nacerpat
pouceni i ztéto tieti krize a ze zmény povahy
matematiky, k niz tato krize vedla.

Matematika je piece jazykem a zplisobem
vyjadiovani fyzikalnich teorii a v Sir§im kontextu je
tak soucasti usili o fyzikalni popis ptirodniho déni.
Pfed mnoha léty jsem kdesi vidél fotografii, na niz
byl J.A. Wheeler pfi jakési pfednasce a za nim byla
na tabuli napsana véta: “Godeliiv teorém je pfilis
zavazny, nez aby byl ponechan  pouze
matematikiim”.

2. MATEMATIKA

Kdyz matematika zacala vedle potencialniho
nekone¢na (tj. neomezené pokracujicich limitnich
procest, které jsou bézné v matematické analyze)
pracovat i snekonecnem aktudlnim (nekone¢nymi
mnozinami), ukazala se potieba nespoléhat se toliko
na intuitivné zalozené pfistupy (znamy RussellGv
paradox vede ke sporu). Bezpecnost pted
nezadoucim a neuvédomélym zanaSenim vedlejSich
predpokladii a pfedstav mély zajistit axiomatické
formalni systémy. V nich se zachazi s abecedou
symbolt (pro logické operace, proménné, urcité
konstanty ap.) a jejich posloupnostmi tvofenymi

podle urcité gramatiky (formulemi), pfidaji se jisté
formule jako axiomy dané teorie a podle logickych
vyvozovacich pravidel se zaxioml (pfijatych za
pravdivé) odvozuji dalsi pravdiva tvrzeni tohoto systému.
Dtikaz daného tvrzeni je uskutecnén tehdy, je-li podle
danych pravidel vytvofena posloupnost vychazejici
zaxioml a koncici timto tvrzenim. Postup je Cisté
mechanicky (vypocetni), bez vnaseni pfedstav zvenci.

Jiz roku 1889 vytvotil takovy axiomaticky systém
(obsahujici scitani, nasobeni a indukéni schema) pro
aritmetiku pfirozenych c¢isel G. Peano. Poté byly
axiomatizovany 1 jiné ¢asti matematiky a byla
axiomatizovana 1 teorie mnoZin, kterdA se méla stat
zakladem pro vybudovani celé matematiky. Pfednim
stoupencem tohoto Cist¢ formalniho pfistupu, v némz
veskeré pravdy matematiky mohou byt vyvozovany a
ovétovany mechanickym pocitanim, byl D. Hilbert.

Tento slibny program nahle svymi vysledky zastavil
mlady videiisky matematicky logik, ptivodem z Brna, K.
Godel [1]. Ve svych 25 letech (r. 1930) ukazal (v tzv. “2.
vét¢ o neuplnosti”), ze kazdy formalni axiomaticky
systém, pokud je “dostate¢né bohaty”, aby v ném bylo
mozno zformulovat alesponi aritmetiku pfirozenych cisel,
je nevyhnutelné neuplny! Existuji v ném tvrzeni, ktera
jsou vném nerozhodnutelnd! Nelze je dokazat ani
vyvratit. Doplnénim vhodnych axiomi Ize systém rozsifit
a tvrzeni rozhodnout; vnovém systému se vSak opét
objevi nerozhodnutelnd tvrzeni. Toto zjisténi znamenalo
sok.

Godeltiv diikaz je zaloZen na skuteCnosti, Ze finitni
prostfedky formalniho systému lze zakodovat v aritmetice
samé! Poté lze ukazat, ze zakddovana véta “Toto tvrzeni
je  nedokazatelné”  je  varitmetice  vyjadiena
nerozhodnutelnym tvrzenim o pfirozenych cislech.
Pivodni Godeliv dikaz je dosti nesnadny a vyzaduje
peclivé sledovani jednotlivych kroki [2].

Pravé moznost vytvofeni tzv. Goédelova Cisla pro
kazdy symbol, kazdé tvrzeni i kazdy dikaz, a tim i
zakodovani formalniho systému i metamatematiky s nim
spojené, v aritmetice samé, je genidlnim Godelovym
po¢inem, ktery byl v [3] dokonce oznacen za mozna
nejvetsi individualni intelektualni vykon dosazeny ve 20.
stoleti. Konkrétni ¢iselné zakodovani prostfedkli daného
formalniho systému Ize vSak provést mnoha riznymi
vhodnymi zpisoby, nejen Godelovymi mocninami
prvocisel. Jinym Godelovym vysledkem je kupf. i



poznani: “Je-li teorie T bezesporna, nelze v ni tuto
bezespornost dokazat”. To vede k tomu, Ze nelze
dokazat ani  bezespornost  aritmetiky  (je-li
bezesporna). Aritmetika bez nasobeni je vSak
bezesporna, rozhodnutelna a uplna.

V dikazu pouzitd véta: “Toto tvrzeni je
nedokazatelné” je nutné pravdiva, jinak bychom
dostali spor. Znamena to tedy, Ze pravdivost a
dokazatelnost néjakého tvrzeni neni totéz. Ne kazdé
pravdivé tvrzeni je dokazatelné. Jinymi vysledky
nasledujici doby byla napi. Tarského véta o formalni
nedefinovatelnosti pravdy, Churchiiv zavér o
nerozhodnutelnosti predikatového poctu (tj. ani
tautologie nelze mechanicky rozeznavat) ad.
V matematice jsou tyto otazky vyjadieny v pojmech
rekurzivnich a rekurzivné spocetnych
(vycislitelnych) mnozin. O podrobnosti a pfesnost
vyjadfovani nebudeme  usilovat. Ostatné i
v pfedchozich tvrzenich by nékterd upfesnéni byla
zédouci (o tzv. w-bezespornosti ap.).

Godelav teorém vSak neumoziuje
nerozhodnutelné véty ucinné vyhledavat. Velice
srozumitelné¢ formulovanou ulohou, kterda jiz
odr. 1742 odolavda  dokazani ¢ vyvraceni
protiptikladem, je tzv. Goldbachova hypotéza,
tikajici, Ze kazdé sudé ¢islo se da nejméné jednim
zpisobem napsat jako souéet dvou prvocisel (kupf.
20 =13 + 7,22 = 17 + 5 atd.). Je snad tato tak
jednoducha véta zobvyklych axiomi aritmeticky
nerozhodnutelna?

Jak je patrno, matematika nemtize zarucit vzdy
urcitost, jistotu a rozhodnutelnost (jak bychom pfi
tradiéni ctd k ni o&ekavali). Rada
nerozhodnutelnych otdzek se objevuje i vté Casti
teorie Cisel, ktera se zabyva diofantickymi rovnicemi,
v nichz se hledaji celo¢iselna feSeni algebraickych
rovnic. Jak by si mohla matematika Cinit naroky na
plné jistoty jinde, kdyZz ma své nerozhodnutelnosti uz
v elementarni teorii ¢isel?

3. TEORIE POCITANI

Jak se tyto nerozhodnutelné problémy projevuji
vné matematiky? Mnoho pifimych souvislosti 1ze
ovSem nalézt v teorii po€itdni. Churchova-Turingova
teze o ekvivalenci rekurzivnosti a efektivni
vypotitatelnosti tyto vztahy zprostiedkovava. Casto
jsou pojmy mechanicky, algoritmicky, vypocitatelny
a rekurzivni brany jako synonyma.

Dnes je znama cela tfada dikazi Goddelova
teorému vedenych snazsi a nazorngjsi cestou, pravé
pres algoritmické vypocetni postupy. Vsechny jsou
vSak zaloZeny, stejné jako diikaz Godeltv, na
vhodném paradoxu (lhafe, holi¢e ap.) a na pfislusné
modifikaci  znamého  Cantorova  diagonalniho
schematu, jimz se dokazuje nespocetnost mnoziny
vSech realnych Cisel. VSechna realna Cisla, vyjadiena
jako nekonec¢né posloupnosti cifer 0 a 1 (ve dvojkové
soustave) nebo cifer 0 az 9 (v desitkové soustave),
nelze ocislovat pfirozenymi ¢&isly a sefadit je.
Kardinalni ¢islo (mohutnost, pocetnost) mnoziny
realnych cisel (kontinua) je vétsi, nez mohutnost
mnoziny Cisel pfirozenych, X > &, .

Nejznaméjsi podobou Godelova teorému v teorii
potitani je feSeni tzv. halting problému. Rika, ze
neexistuje algoritmus, ktery by obecné rozliSoval, zda se
pocdita¢ pracujici podle néjakého algoritmu pfi uréitém
vstupu zastavi v kone¢ném c¢ase ¢i nikoli (Turing). Jina
vyjadifeni mohou mit provokativnéj$i podobu: “Nelze
obecné vypocetn¢ predikovat budoucnost” nebo “Lze
sestavit zafizeni, které udéla cokoli, co lze ud¢€lat, avSak
nelze sestavit zafizeni, které by vam feklo, zda to udélat
lze.” Pro uvahy o obecnych otazkach vypocitatelnosti A.
Turing vymyslel tzv. univerzalni pocita¢, ktery je vlastné
koneénym automatem s neomezenou vn&jSi paméti.
Turingliv pocita¢ v principu dokaze cokoli, ceho je
schopen jakykoli konkrétni jiny pocitac.

Velmi plodnym pojmem v téchto souvislostech je tzv.
algoritmicky informaéni obsah daného objektu (kupft.
konecné ¢i nekonecné posloupnosti nul a jednicek). Je dan
délkou minimalniho programu (vyjadfenou v bitech),
ktery dokdze tento objekt popsat ¢i generovat.
Posloupnost je ndhodn4, tj. nema teorii, nelze-li ji zkratit.
Zminény pojem je vhodnym prosttedkem k vyjadieni
slozitosti (komplexnosti) objektu ¢i stavu. Souvislost
s Godelovym teorémem spociva kupf. v tom, ze u dané
posloupnosti nelze obecné algoritmicky rozhodnout, zda
je nahodna (tj. nezkratitelna) ¢i nikoli.

4. FYZIKA

Lze vSak najit néjaké uplatnéni piedchozich
vysledkd také ve fyzice? Myslim, ze ano. Kupf. prave
zminény algoritmicky informacni obsah byl vyuzit k
roz§ifeni pojmu entropie z makroskopického 1 na
mikroskopicky stav systému. Algoritmicky informacni
obsah nachazi uplatnéni i v ivahach analyzujicich ¢innost
tzv. Maxwellova démona, v nichz je démon zobecnén do
podoby zatizeni na zpracovani informace (tedy pocitace).

Teorie deterministického chaosu pracuje s plné
deterministickymi systémy. Dynamika je popsana zcela
jednoznacné diferenciadlnimi rovnicemi pracujicimi
s realnymi Cisly. A pfesto, pfi kone¢né presnosti méfeni,
nemuize u chaotického systému poskytovat dlouhodobé
pfedpovédi jeho chovani. Jednou ze zcela konkrétnich
otazek je porovnani chaosu hodnoceného kladnymi
Ljapunovovymi exponenty s algoritmickym informacnim
obsahem diskrétné vzorkované typické trajektorie.
V deterministickém chaosu jde vlastné o stfetnuti se
kontinua, tj. diferencidlnich rovnic a pocateCnich
podminek, vyjadienych redlnymi ¢isly, a finitnich
moznosti jakychkoli méfeni. Chaotickou trajektorii ziskat
vypoctem vibec nelze, v libovolné blizkosti vypoctené
trajektorie se vSak muZe nachazet opravdu chaoticka
trajektorie, zacinajici z odliSnych pocate¢nich podminek
(tzv. ”stinové lema” ).

Ve smyslu teorie algoritmické nahodilosti je
témeét kazdé realné cislo “nahodilé”; posloupnost cifer,
kterda je vyjadfuje, nemlze byt zkracena. Takové Cislo
nese nekonefnou informaci, nemuze byt ziskano
méfenim; nelze je vlastné ani definovat. A pfesto je
realné cCislo ve fyzice doma, totiz vSude v prostiedich
matematické analyzy.

Kontinuum je velice zajimavy a moznad i
problematicky objekt, rozhodné hodny pozornosti fyzikd.
V teorii mnozin pfedni matematici cela 1éta vénovali usili



k potvrzeni tzv. hypotézy kontinua. Cantor vyslovil
domnénku, Zze mezi kardindlnimi Cisly N
(mohutnosti mnoziny pfirozenych ¢isel) a N
(mohutnosti kontinua, tj. mnoziny vSech realnych
Cisel) se jiz zadné kardinalni ¢islo nemtize nachazet,
tzn. Ze jakdkoli mnozina realnych Ccisel je bud
koneéna, spocetna nebo ma mohutnost kontinua. Tak
dlouho se matematici snazili hypotézu dokazat, az
naopak dokazali, Ze je na ostatnich axiomech
obvyklé teorie mnozin nezavislda a Zze ji lze
bezesporné bud’ pfijmout nebo pfijmout jeji negaci.

Dlouho zvazovanym axiomem je také tzv.
axiom vybéru, fikajici, Ze u kazdého disjunktniho
systému neprazdnych mnozin Ize vybrat po jednom
prvku zkazdé mnoziny a vytvofit tak mnoZzinu
vzorkd. U konefnych mnozin je to samoziejmé, u
nekoneénych mnozin je nekdy tento axiom velice
uziteény a plodny a umoziuje ¢etné dikazy, nékdy
vSak vede k podivaym neintuitivnim zavérim. Dava
kupt. tzv. Tarskiho paradox: Kouli lze rozdélit na
nékolik ¢asti a znich poté slozit dvé koule stejné
velké jako byla koule plivodni. I tento axiom je
nezavisly na axiomech standardni teorie mnozin a
také na hypotéze kontinua.

Pozdéji ptibyl vdiskusich tzv. axiom
determinovanosti, tvrdici, Ze kazda nekone¢né hra na
ptirozenych ¢islech je determinovana, tj. ma
vyhravajici strategii. Z tohoto axiomu lze hypotézu
kontinua dokazat, axiom vybéru je vSak snim
nesluditelny.  V posledni  dobé piibyva cela
hierarchicka skala rizné silnych axiomi tzv. velkych
kardinalt  (nazyvanych  kupf.:  inaccessible,
indescribable, measurable, strong, superstrong,
extendible, huge atp.). Ty umoziiuji rozhodnout
nektera jinak nerozhodnutelnd tvrzeni. Jak je to
doopravdy? Které axiomy je tieba pfijmout a které
nikoli? Nazornost ve svété nekoneénych mnozin (tak
rozmanitych mohutnosti) sotva miizeme ocekavat. Je
tteba posuzovat dusledky ke kterym vedou, jak jsou
plodné a wuzitecné pii popisu realného svéta.
Matematika se tak pfipodobnila fyzice a pfirodnim
védam. Nejsou nékteré otazky matematiky také
zalezitosti fyziki? (Vzpomenme i neeuklidovské
geometrie.)

Nékdy je kladena otazka: “Je svét veliky
pocitac?” Kazdy pocitac je jist¢ fyzikalnim
zafizenim. Pocitani neni jen intelektualni vykon, ale
také fyzikdlni pfirodni proces, v némz toky
informace jsou vazany na toky fyzikalnich veli¢in
(energie ...). Pojem informace je také, a mozna i
predevs§im, pojmem fyzikalnim [4]. Lze vSak o celém
vesmiru fici, Ze jeho casovy vyvoj je vlastné
pocitanim? Da se fyzika vtésnat do otazek typu ano-
ne? Je kazdy fyzikalni zédkon pocitatelny? Nejspis
nikoli. Jde asi o to, co jeste¢ rozumime fyzikou.

Nekteti autofi, trochu vagné, prosté
srovnavaji indeterminismus z kvantového svéta,
v némz vysledek experimentu je zcela urcity, avSak
nemize byt zteorie jednoznacné€ predpovézen,
s Godelovou nerozhodnutelnosti. 'V konkrétni
podobé to ovSem piedstavuje velice nesnadnou tlohu
zabudovat vysledky matematické logiky do kvantové
teoriec (sjeji superpozici stavi, nelokalnosti,

provazanosti, apriornimi pravdépodobnostmi, procesem
méfeni, kvantovym zpracovanim informace atp. [5]), jejiz
obecné piijata filozoficka interpretace je stale ( i po vice
nez 70 letech) otevienym problémem.

Vtomto misté je plnd prilezitost i pro vizi
R.Penrose o nové fyzice, obsahujici kvantovou
relativistickou gravitaci a umoziujici obsahnout i problém
védomi. Tento prispévek, vyzyvajici fyziky k vétSimu
zajmu o zadklady matematiky a o Godelovy vysledky
v matematické logice, byl pfihlaSen na konferenci jesté
pfed vydanim ceského prekladu Penrosovy knihy
Makrosvét, mikrosvét a lidskad mysl [6], zalozené na jeho
ptedchozich knihach a diskusich. Penrose je rozhodnym
stoupencem nevypocitatelného charakteru lidské mysli,
pficemz 1 lidskou mysl chce wuchopit fyzikalnimi
prostiedky. Je tedy i stoupencem piedstav, Ze fyzikalni
fyziky je ochoten vlozit (v souladu s Whiteheadem) i
jisté elementy primitivniho védomi a pfipustit tak i jejich
ontologicky statut. Vedlo by to k uréitému “zduchovéni”
ptirodni védy?

5. PRIRODOVEDA A TROCHU FILOSOFIE

Na obecné prirodovédné urovni lze konstatovat,
ze formalni vypocetni pfistupy nemohou celou
pfirodovédu obsdhnout; nemohou jist¢ obsahnout
moznosti lidské mysli. Navzdory tomu, Ze zadna
axiomatika nemtize pIn¢ uchopit aritmetiku pfirozenych
¢isel, kazdy skolak ze zkuSenosti chape jejich povahu.
Mysl nepracuje algoritmicky, ale spiSe dosahuje
porozumeéni vhledem, ktery nelze na mechanicky vypocet
redukovat. Godeltiv teorém vypovida o tom, Ze finitnimi
prostfedky Zadného formalniho systému nelze obsdhnout
vSechny pravdy svéta, ba ani vSechny pravdy o
nekone¢ném souboru pfirozenych ¢isel.

Nerozhodnutelnosti vznikaji nutné tam, kde
nejde jen o pohled zvenci. Standardni fyzika vsak o
takovy pohled zvnéjsku usiluje. To vSak neni Uplné
mozné, fyzika a cela pfirodovéda jsou prece samy
soucasti svéta, ktery chtéji v uplnosti raciondlné popsat.
To bez nerozhodnutelnosti patrné neni mozné. I fyzika je
jen popisem zevnitf, je tedy endofyzikou, nikoli
exofyzikou, jak by si ptéla.

Lidska fe¢ a lidské poznani nerozliSuji urovné a
metatrovné. To odpovida Gdodelovu teorému, v némz je
systém popsan v aritmetice a aritmetika sama je jeho
soucasti. Nerozhodnutelnosti jsou pak nevyhnutelné.
Z4dna finitni teorie (a lidska fe¢ ma jen finitni prostiedky)
nemiize dosdhnout Giplného popisu svéta. Uplny popis by
umoziioval i uplnou predikci. Uplna a vy&erpavajici
pfedpovéd’ je vSak v konfliktu s pfedstavou a pocitem
svobodné vile. Svobodna viile by umoziliovala vhodnym
rozhodnutim  uskute¢néni  pfedpovédi  znemoznit.
Godelovy vysledky z matematické logiky ndm umoziiuji
tyto (spiSe tuSené) souvislosti presnéji formulovat a
dolozit jiz v nejjednodussich strukturach jakou je napf.
aritmetika pfirozenych Cisel.



6. ZAVER

Vsechny predchozi, nezfetelné a vagné
formulované souvislosti maji patrné¢ své fyzikalni
pruméty. Usiluje-li fyzika ve svych
nejambicioznéjSich programech byt zakladem celé
ptirodovédy a byt schopna vytvofit tzv. “teorii
vSeho”, pak to nemtize byt jen prosté sjednoceni
vSech typt fyzikdlnich interakci, ale musi néjakym
zpisobem zahrnout i pouceni vyplyvajici z oné treti
krize a revoluce, o které je fe¢ v ivodu. Nesmi ji
opravdu ponechat jen matematiktim.

Zamérem prispévku nebylo ovSem nalézt
n&jaké nové odpovédi, ani formulovat nové a presné
otazky, ba ani podat piehled tématu, ale toliko
pfipomenout jeho existenci a zajimavost.
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