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ABSTRAKT. P ísp vek se zabývá Gödelovou v tou o neúplnosti a jejími d sledky pro matematiku a po ítání a 
možnými souvislostmi ve fyzice a v racionálním poznání. 

ABSTRACT. The contribution deals with the Gödel’s incompleteness theorem and its consequences in mathematics 
and computation and also with possible connections in physics and in rational understanding of the world. 
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1. ÚVOD

V poznávání p írody došlo ve 20. století ke t em, 
pro fyziku velice závažným krizím a p elom m, 
které vedly k podstatnému prohloubení našich 
znalostí a našeho pohledu na p írodní d ní. Dv
z nich jsou všem fyzik m dob e známy a týkají se 
chápání prostoro asových vztah  (teorie relativity) a 
jev  na úrovni mikrosv ta (kvantová teorie). Tyto 
dv  velké teorie tvo í jádro fyziky naší doby. T etí
krize a z ní plynoucí pou ení se týkají p edevším 
matematiky, matematické logiky a matematické 
informatiky. 

Mají v bec t mto otázkám fyzikové v novat 
pozornost? Fyzika má p ece stále co d lat s vlastními 
otev enými otázkami. Kup . práv  se slou ením 
obecné relativity s kvantovými jevy, s interpretací 
kvantové teorie a se sjednocováním r zných typ
fyzikálních interakcí, tedy s “teorií všeho”. 

Myslím, že fyzikové mají a musejí na erpat 
pou ení i z této t etí krize a ze zm ny povahy 
matematiky, k níž tato krize vedla. 

Matematika je p ece jazykem a zp sobem 
vyjad ování fyzikálních teorií a v širším kontextu je 
tak sou ástí úsilí o fyzikální popis p írodního d ní. 
P ed mnoha léty jsem kdesi vid l fotografii, na níž 
byl J.A. Wheeler p i jakési p ednášce a za ním byla 
na tabuli napsána v ta: “Gödel v teorém je p íliš
závažný, než aby byl ponechán pouze 
matematik m”. 

2. MATEMATIKA

Když matematika za ala vedle potenciálního 
nekone na (tj. neomezen  pokra ujících limitních 
proces , které jsou b žné v matematické analýze) 
pracovat i s nekone nem aktuálním (nekone nými 
množinami), ukázala se pot eba nespoléhat se toliko 
na intuitivn  založené p ístupy (známý Russell v
paradox vede ke sporu). Bezpe nost p ed 
nežádoucím a neuv dom lým zanášením vedlejších 
p edpoklad  a p edstav m ly zajistit axiomatické 
formální systémy. V nich se zachází s abecedou 
symbol  (pro logické operace, prom nné, ur ité
konstanty ap.) a jejich posloupnostmi tvo enými 

podle ur ité gramatiky (formulemi), p idají se jisté 
formule jako axiomy dané teorie a podle logických 
vyvozovacích pravidel se z axiom  (p ijatých za 
pravdivé) odvozují další pravdivá tvrzení tohoto systému. 
D kaz daného tvrzení je uskute n n tehdy, je-li podle 
daných pravidel vytvo ena posloupnost vycházející 
z axiom  a kon ící tímto tvrzením. Postup je ist
mechanický (výpo etní), bez vnášení p edstav zven í.

Již roku 1889 vytvo il takový axiomatický systém 
(obsahující s ítání, násobení a induk ní schema) pro 
aritmetiku p irozených ísel G. Peano. Poté byly 
axiomatizovány i jiné ásti matematiky a byla 
axiomatizována i teorie množin, která se m la stát 
základem pro vybudování celé matematiky. P edním 
stoupencem tohoto ist  formálního p ístupu, v n mž 
veškeré pravdy matematiky mohou být vyvozovány a 
ov ovány mechanickým po ítáním, byl D. Hilbert. 

Tento slibný program náhle svými výsledky zastavil 
mladý víde ský matematický logik, p vodem z Brna, K. 
Gödel [1]. Ve svých 25 letech (r. 1930) ukázal (v tzv. “2. 
v t  o neúplnosti”), že každý formální axiomatický 
systém, pokud je “dostate n  bohatý”, aby v n m bylo 
možno zformulovat alespo  aritmetiku p irozených ísel,
je nevyhnuteln  neúplný! Existují v n m tvrzení, která 
jsou v n m nerozhodnutelná! Nelze je dokázat ani 
vyvrátit. Dopln ním vhodných axiom  lze systém rozší it
a tvrzení rozhodnout; v novém systému se však op t
objeví nerozhodnutelná tvrzení. Toto zjišt ní znamenalo 
šok.

Gödel v d kaz je založen na skute nosti, že finitní 
prost edky formálního systému lze zakódovat v aritmetice 
samé! Poté lze ukázat, že zakódovaná v ta “Toto tvrzení 
je nedokazatelné” je v aritmetice vyjád ena 
nerozhodnutelným tvrzením o p irozených íslech. 
P vodní Gödel v d kaz je dosti nesnadný a vyžaduje 
pe livé sledování jednotlivých krok  [2]. 

Práv  možnost vytvo ení tzv. Gödelova ísla pro 
každý symbol, každé tvrzení i každý d kaz, a tím i 
zakódování formálního systému i metamatematiky s ním 
spojené, v aritmetice samé, je geniálním Gödelovým 
po inem, který byl v [3] dokonce ozna en za možná 
nejv tší individuální intelektuální výkon dosažený ve 20. 
století. Konkrétní íselné zakódování prost edk  daného 
formálního systému lze však provést mnoha r znými 
vhodnými zp soby, nejen Gödelovými mocninami 
prvo ísel. Jiným Gödelovým výsledkem je kup . i 



poznání: “Je-li teorie T bezesporná, nelze v ní tuto 
bezespornost dokázat”. To vede k tomu, že nelze 
dokázat ani bezespornost aritmetiky (je-li 
bezesporná). Aritmetika bez násobení je však 
bezesporná, rozhodnutelná a úplná. 

V d kazu použitá v ta: ”Toto tvrzení je 
nedokazatelné” je nutn  pravdivá, jinak bychom 
dostali spor. Znamená to tedy, že pravdivost a 
dokazatelnost n jakého tvrzení není totéž. Ne každé 
pravdivé tvrzení je dokazatelné. Jinými výsledky 
následující doby byla nap . Tarského v ta o formální 
nedefinovatelnosti pravdy, Church v záv r o 
nerozhodnutelnosti predikátového po tu (tj. ani 
tautologie nelze mechanicky rozeznávat) ad. 
V matematice jsou tyto otázky vyjád eny v pojmech 
rekurzivních a rekurzivn  spo etných
(vy íslitelných) množin. O podrobnosti a p esnost 
vyjad ování nebudeme usilovat. Ostatn  i 
v p edchozích tvrzeních by n která up esn ní byla 
žádoucí (o tzv. -bezespornosti ap.). 

Gödel v teorém však neumož uje
nerozhodnutelné v ty ú inn  vyhledávat. Velice 
srozumiteln  formulovanou úlohou, která již 
od r. 1742 odolává dokázání i vyvrácení 
protip íkladem, je tzv. Goldbachova hypotéza, 
íkající, že každé sudé íslo se dá nejmén  jedním 

zp sobem napsat jako sou et dvou prvo ísel (kup .
20 = 13 + 7, 22 = 17 + 5 atd.). Je snad tato tak 
jednoduchá v ta z obvyklých axiom  aritmeticky 
nerozhodnutelná?  

Jak je patrno, matematika nem že zaru it vždy 
ur itost, jistotu a rozhodnutelnost (jak bychom p i
tradi ní úct  k ní o ekávali). ada 
nerozhodnutelných otázek se objevuje i v té ásti
teorie ísel, která se zabývá diofantickými rovnicemi, 
v nichž se hledají celo íselná ešení algebraických 
rovnic. Jak by si mohla matematika init nároky na 
plné jistoty jinde, když má své nerozhodnutelnosti už 
v elementární teorii ísel? 

3. TEORIE PO ÍTÁNÍ

Jak se tyto nerozhodnutelné problémy projevují 
vn  matematiky? Mnoho p ímých souvislostí lze 
ovšem nalézt v teorii po ítání. Churchova-Turingova 
teze o ekvivalenci rekurzivnosti a efektivní 
vypo itatelnosti tyto vztahy zprost edkovává. asto 
jsou pojmy mechanický, algoritmický, vypo ítatelný 
a rekurzivní brány jako synonyma. 

Dnes je známa celá ada d kaz  Gödelova 
teorému vedených snazší a názorn jší cestou, práv
p es algoritmické výpo etní postupy. Všechny jsou 
však založeny, stejn  jako d kaz Gödel v, na 
vhodném paradoxu (lhá e, holi e ap.) a na p íslušné 
modifikaci známého Cantorova diagonálního 
schematu, jímž se dokazuje nespo etnost množiny 
všech reálných ísel. Všechna reálná ísla, vyjád ená 
jako nekone né posloupnosti cifer 0 a 1 (ve dvojkové 
soustav ) nebo cifer 0 až 9 (v desítkové soustav ), 
nelze o íslovat p irozenými ísly a se adit je. 
Kardinální íslo (mohutnost, po etnost) množiny 
reálných ísel (kontinua) je v tší, než mohutnost 
množiny ísel p irozených, > 0 . 

Nejznám jší podobou Gödelova teorému v teorii 
po ítání je ešení tzv. halting problému. íká, že 
neexistuje algoritmus, který by obecn  rozlišoval, zda se 
po íta  pracující podle n jakého algoritmu p i ur itém
vstupu zastaví v kone ném ase i nikoli (Turing). Jiná 
vyjád ení mohou mít provokativn jší podobu: “Nelze 
obecn  výpo etn  predikovat budoucnost” nebo “Lze 
sestavit za ízení, které ud lá cokoli, co lze ud lat, avšak 
nelze sestavit za ízení, které by vám eklo, zda to ud lat 
lze.” Pro úvahy o obecných otázkách vypo itatelnosti A. 
Turing vymyslel tzv. univerzální po íta , který je vlastn
kone ným automatem s neomezenou vn jší pam tí. 
Turing v po íta  v principu dokáže cokoli, eho je 
schopen jakýkoli konkrétní jiný po íta .

Velmi plodným pojmem v t chto souvislostech je tzv. 
algoritmický informa ní obsah daného objektu (kup .
kone né i nekone né posloupnosti nul a jedni ek). Je dán 
délkou minimálního programu (vyjád enou v bitech), 
který dokáže tento objekt popsat i generovat. 
Posloupnost je náhodná, tj. nemá teorii, nelze-li ji zkrátit. 
Zmín ný pojem je vhodným prost edkem k vyjád ení 
složitosti (komplexnosti) objektu i stavu. Souvislost 
s Gödelovým teorémem spo ívá kup . v tom, že u dané 
posloupnosti nelze obecn  algoritmicky rozhodnout, zda 
je náhodná (tj. nezkratitelná) i nikoli. 

4. FYZIKA

 Lze však najít n jaké uplatn ní p edchozích 
výsledk  také ve fyzice? Myslím, že ano. Kup . práv
zmín ný algoritmický informa ní obsah byl využit k 
rozší ení pojmu entropie z makroskopického i na 
mikroskopický stav systému. Algoritmický informa ní 
obsah nachází uplatn ní i v úvahách analyzujících innost 
tzv. Maxwellova démona, v nichž je démon zobecn n do 
podoby za ízení na zpracování informace (tedy po íta e).
 Teorie deterministického chaosu pracuje s pln
deterministickými systémy. Dynamika je popsána zcela 
jednozna n  diferenciálními rovnicemi pracujícími 
s reálnými ísly. A p esto, p i kone né p esnosti m ení,
nem že u chaotického systému poskytovat dlouhodobé 
p edpov di jeho chování. Jednou ze zcela konkrétních 
otázek je porovnání chaosu hodnoceného kladnými 
Ljapunovovými exponenty s algoritmickým informa ním 
obsahem diskrétn  vzorkované typické trajektorie. 
V deterministickém chaosu jde vlastn  o st etnutí se 
kontinua, tj. diferenciálních rovnic a po áte ních 
podmínek, vyjád ených reálnými ísly, a finitních 
možností jakýchkoli m ení. Chaotickou trajektorii získat 
výpo tem v bec nelze, v  libovolné blízkosti vypo tené 
trajektorie se však m že nacházet opravdu chaotická 
trajektorie, za ínající z odlišných po áte ních podmínek 
(tzv. ”stínové lema” ). 
 Ve smyslu teorie algoritmické nahodilosti je 
tém  každé reálné íslo ”nahodilé”; posloupnost cifer, 
která je vyjad uje, nem že být zkrácena. Takové íslo 
nese nekone nou informaci, nem že být získáno 
m ením; nelze je vlastn  ani definovat. A p esto  je 
reálné íslo ve fyzice doma, totiž všude v prost edích 
matematické analýzy. 
 Kontinuum je velice zajímavý a možná i 
problematický objekt, rozhodn  hodný pozornosti fyzik .
V teorii množin p ední matematici celá léta v novali úsilí 



k potvrzení tzv. hypotézy kontinua. Cantor vyslovil 
domn nku, že mezi kardinálními ísly 0

(mohutností množiny p irozených ísel) a 
(mohutností kontinua, tj. množiny všech reálných 
ísel) se již žádné kardinální íslo nem že nacházet, 

tzn. že jakákoli množina reálných ísel je bu
kone ná, spo etná nebo má mohutnost kontinua. Tak 
dlouho se matematici snažili hypotézu dokázat, až 
naopak dokázali, že je na ostatních axiomech 
obvyklé teorie množin nezávislá a že ji lze 
bezesporn  bu  p ijmout nebo p ijmout její negaci.
 Dlouho zvažovaným axiomem je také tzv. 
axiom výb ru, íkající, že u každého disjunktního 
systému neprázdných množin lze vybrat po jednom 
prvku z každé množiny a vytvo it tak množinu 
vzork . U kone ných množin je to samoz ejmé, u 
nekone ných množin je n kdy tento axiom velice 
užite ný a plodný a umož uje etné d kazy, n kdy 
však vede k podivným neintuitivním záv r m. Dává 
kup . tzv. Tarskiho paradox: Kouli lze rozd lit na 
n kolik ástí a z nich poté složit dv  koule  stejn
velké jako byla koule p vodní. I tento axiom je 
nezávislý na axiomech standardní teorie množin a 
také na hypotéze kontinua. 
 Pozd ji p ibyl v diskusích tzv. axiom 
determinovanosti, tvrdící, že každá nekone ná hra na 
p irozených íslech je determinována, tj. má 
vyhrávající strategii. Z tohoto axiomu lze hypotézu 
kontinua dokázat, axiom výb ru je však s ním 
neslu itelný. V poslední dob  p ibývá celá 
hierarchická škála r zn  silných axiom  tzv. velkých 
kardinál  (nazývaných kup .: inaccessible, 
indescribable, measurable, strong, superstrong, 
extendible, huge atp.). Ty umož ují rozhodnout 
n která jinak nerozhodnutelná tvrzení. Jak je to 
doopravdy? Které axiomy je t eba p ijmout a které 
nikoli? Názornost ve sv t  nekone ných množin (tak 
rozmanitých mohutností) sotva m žeme o ekávat. Je 
t eba posuzovat d sledky ke kterým vedou, jak jsou 
plodné a užite né p i popisu reálného sv ta.
Matematika se tak p ipodobnila fyzice a p írodním 
v dám. Nejsou n které otázky matematiky také 
záležitostí fyzik ? (Vzpome me i neeuklidovské 
geometrie.) 
 N kdy je kladena otázka: ”Je sv t veliký 
po íta ?” Každý po íta  je jist  fyzikálním 
za ízením. Po ítání není jen intelektuální výkon, ale 
také fyzikální p írodní proces, v n mž toky 
informace jsou vázány na toky fyzikálních veli in 
(energie …). Pojem informace je také, a možná i 
p edevším, pojmem fyzikálním [4]. Lze však o celém 
vesmíru íci, že jeho asový vývoj je vlastn
po ítáním? Dá se fyzika vt snat do otázek typu ano-
ne? Je každý fyzikální zákon po itatelný? Nejspíš 
nikoli. Jde asi o to, co ješt  rozumíme fyzikou. 
 N kte í auto i, trochu vágn , prost
srovnávají indeterminismus z kvantového sv ta,
v n mž výsledek experimentu je zcela ur itý, avšak 
nem že být z teorie jednozna n  p edpov zen,
s Gödelovou nerozhodnutelností. V konkrétní 
podob  to ovšem p edstavuje velice nesnadnou úlohu 
zabudovat výsledky matematické logiky do kvantové 
teorie (s její superpozicí stav , nelokálností, 

provázaností, apriorními pravd podobnostmi, procesem 
m ení, kvantovým zpracováním informace atp. [5]), jejíž 
obecn  p ijatá filozofická interpretace je stále ( i po více 
než 70 letech) otev eným problémem. 
 V tomto míst  je plná p íležitost i pro vizi 
R.Penrose o nové fyzice, obsahující kvantovou 
relativistickou gravitaci a umož ující obsáhnout i problém 
v domí. Tento p ísp vek, vyzývající fyziky k v tšímu 
zájmu o základy matematiky a o Gödelovy výsledky 
v matematické logice, byl p ihlášen na konferenci ješt
p ed vydáním eského p ekladu Penrosovy knihy 
Makrosv t, mikrosv t a lidská mysl [6], založené na jeho 
p edchozích knihách a diskusích. Penrose je rozhodným 
stoupencem nevypo itatelného charakteru lidské mysli, 
p i emž i lidskou mysl chce uchopit fyzikálními 
prost edky. Je tedy i stoupencem p edstav, že fyzikální 
jevy obecn  vypo itatelné nejsou. Do nové, obsažn jší 
fyziky je ochoten vložit (v souladu  s Whiteheadem)  i 
jisté elementy primitivního v domí a p ipustit tak i jejich 
ontologický statut. Vedlo by to k ur itému ”zduchov ní” 
p írodní v dy? 

5. P ÍRODOV DA A TROCHU FILOSOFIE 

 Na obecn  p írodov dné úrovni lze konstatovat, 
že formální výpo etní p ístupy nemohou celou 
p írodov du obsáhnout; nemohou jist  obsáhnout 
možnosti lidské mysli. Navzdory tomu, že žádná 
axiomatika nem že pln  uchopit aritmetiku p irozených 
ísel, každý školák ze zkušenosti chápe jejich povahu. 

Mysl nepracuje algoritmicky, ale spíše dosahuje 
porozum ní vhledem, který nelze na mechanický výpo et
redukovat. Gödel v teorém vypovídá o tom, že finitními 
prost edky žádného formálního systému nelze obsáhnout 
všechny pravdy sv ta, ba ani všechny pravdy o 
nekone ném souboru p irozených ísel.
 Nerozhodnutelnosti vznikají nutn  tam, kde 
nejde jen o pohled zven í. Standardní fyzika však o 
takový pohled zvn jšku usiluje. To však není úpln
možné, fyzika a celá p írodov da jsou p ece samy 
sou ástí sv ta, který cht jí v úplnosti racionáln  popsat. 
To bez nerozhodnutelností patrn  není možné. I fyzika je 
jen popisem zevnit , je tedy endofyzikou, nikoli 
exofyzikou, jak by si p ála.
 Lidská e  a lidské poznání nerozlišují úrovn  a 
metaúrovn . To odpovídá Gödelovu teorému, v n mž je 
systém popsán v aritmetice  a aritmetika sama je jeho 
sou ástí. Nerozhodnutelnosti jsou pak nevyhnutelné. 
Žádná finitní teorie (a lidská e  má jen finitní prost edky) 
nem že dosáhnout úplného popisu sv ta. Úplný popis by 
umož oval i úplnou predikci. Úplná a vy erpávající 
p edpov  je však v konfliktu s p edstavou a pocitem 
svobodné v le. Svobodná v le by umož ovala vhodným 
rozhodnutím uskute n ní p edpov di znemožnit. 
Gödelovy výsledky z matematické logiky nám umož ují 
tyto (spíše tušené) souvislosti p esn ji formulovat a 
doložit již v nejjednodušších strukturách jakou je nap .
aritmetika p irozených ísel.    



6.  ZÁV R

Všechny p edchozí, nez eteln  a vágn
formulované souvislosti mají patrn  své fyzikální 
pr m ty. Usiluje-li fyzika ve svých 
nejambiciózn jších programech být základem celé 
p írodov dy a být schopna vytvo it tzv. ”teorii 
všeho”, pak to nem že být jen prosté sjednocení 
všech typ  fyzikálních interakcí, ale musí n jakým 
zp sobem zahrnout i pou ení vyplývající z oné t etí
krize a revoluce, o které je e  v úvodu. Nesmí ji 
opravdu ponechat jen matematik m. 
 Zám rem p ísp vku nebylo ovšem nalézt 
n jaké nové odpov di, ani formulovat nové a p esné 
otázky, ba ani podat p ehled tématu, ale toliko 
p ipomenout jeho existenci a zajímavost. 
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