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1 Úvod 
Tento p ísp vek je hrstí poznámek a otázek, vztahujících se k nekone nu v 

matematice. Není v n m e  o nekone nech jak je potkává fyzik (nekone nost
vesmíru, singularity obecné teorie relativity, divergence v kvantové teorii polí, 
atd.), ale o nekone nech zavád ných v matematice. Množné íslo je na míst ,
matematika totiž zná nekone en mnoho; na vkus fyzika asi až p íliš mnoho.
P ísp vek není matematickým textem, neusiluje o exaktní matematické formulace,
je toliko pohledem uživatele matematiky.

Matematika je pro fyzikální teorie jazykem, ba i konstrukcí mohutné
(r znorodé, avšak zárove  jednotné) budovy fyziky. Matematika se zabývá 
možným  (p ípustným a logicky konzistentním). Nebrání se fantazii. Je 
výzkumným terénem lidské mysli. Své p edstavy, motivace a podn ty erpá ovšem 
ze smyslové zkušenosti, nej ast ji práv  ze spolupráce s fyzikou.
 Nekone no je pojem dosti zvláštní a ošidný. Myslet nekone no je
dobrodružstvím. V matematice má podobu nekone na potenciálního a je 
vyjád ením procesu nekone nosti jako trvale možného pokra ování, ale leckdy má 
také podobu nekone na aktuálního (vystiženého p edevším v teorii množin), v 
n mž nekone no je uchopeno vcelku jako hotové a je objektem našich dalších 
manipulací jako kterýkoliv jiný objekt naší zkušenosti. 
 Záludností nekone na a vztah  diskrétního a spojitého si byli lidé v domi
odedávna. Jsou vyjád eny nap . v Zenonových paradoxech (želva, letící šíp, ap.). 
Sta í ekové se nekone na báli. Gauss vyjád il sv j odmítavý postoj slovy: 
„Protestuji proti použití nekone ných velikostí jako skute ného celku, to není v 
matematice dovoleno. Nekone no je jen zp sob mluvy… “. Z dalších uve me ješt
Kroneckera: „Celá ísla stvo il B h, vše ostatní je dílo lov ka“ a Poincarého:
„Aktuální nekone no neexistuje…“ 

Základy teorie nekone ných množin a tím i teorie aktuálního nekone na
položil p ed koncem 19. století Cantor. Bohatstvím struktur zde vytvo ených byli
matematici tak fascinováni, že Hilbert vyjád il p esv d ení: „Nikdo nás nevykáže z
ráje, jenž pro nás Cantor vytvo il. “ 

2 P irozená a reálná ísla
 Fyzikové a nematematici se setkávají s nekone ny dvojího druhu. Spo etné
nekone no odpovídá diskrétnímu po ítání jednotlivých kus ehokoliv. Množina 
p irozených ísel N je dob e uspo ádaná, tj. každá její neprázdná podmnožina má
sv j nejmenší prvek. Druhé, nespo etné nekone no odpovídá p edstav  kontinua
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vyjád eného množinou reálných ísel R. Kontinuum je spjato spíše s geometrií a ve 
fyzice pak s m ením t ch veli in, jejichž hodnota je vyjád ena délkou n jakého
sloupce, polohou ru i ky apod. Také tato množina je p irozeným zp sobem
lineárn  uspo ádaná (kup . jako plynoucí as), nikoli však dob e. Ne každá 
podmnožina má sv j nejmenší prvek. Nap .: Které je nejmenší reálné íslo v tší
než nula? 
 Množina R je opravdu velice bohatá, zahrnuje ísla p irozená, racionální,
iracionální algebraická i transcendentní ap.  Konstrukci od ísel p irozených a 
racionálních lze vést p es t ídy Cauchyovských posloupností i p es Dedekindovy 
ezy racionálních ísel. Reálné íslo bývá reprezentováno dekadickým rozvojem v 

cifrách 0 až 9, nebo dvojkov , jako nekone ná posloupnost cifer 0 a 1. Odtud lze 
snadno dokázat (Cantorovu diagonaliza ní úvahou), že reálná ísla jsou 
nespo etná, že je nelze vzájemn  jednozna n  p i adit ísl m p irozeným. Viz 
p íloha 1. 

3 Teorie množin
 Intuitivní p edstavy o množinách jako o souborech prvk  s ur itou vlastností
vedly k nep íjemným paradox m (Burali-Forti, Berry, Russell, Richard…). Intuice 
a p irozená p edstavivost zde nesta í. Bylo nutno dbát v tší opatrnosti a založit 
novou teorii v matematické logice a to zcela formáln  a axiomaticky. Symboly,
gramatika a odvozovací pravidla umož ují ist  mechanické manipulace. Z 
axiom , tj. z tvrzení p ijatých z dobrých d vod  jako základní a pravdivá, je pak 
možno vyvozovat a prov ovat pravdy další. Možnost zavést nev domky a 
necht n  další p edstavy, v axiomech neobsažené, je potla ena. Axiomy jsou 
voleny tak, aby byly v souladu s naším o ekáváním, s naším porozum ním tomu,
co chceme axiomatizovat. Vycházejí z jakési p irozené interpretace. Axiomaticky
založená teorie množin se stala základem tém  celé matematiky. Obvykle se 
využívá (eventuáln  r zn  modifikované i dopln né) axiomatiky Zermelovy-
Fraenkelovy [1].
 Velmi d ležitým pojmem je mohutnost dané množiny. Dv  množiny jsou 
stejn  mohutné (mají "stejný po et prvk "), existuje-li vzájemn  jednozna né (tj.
prosté) p i azení jejich element . Tak množina druhých mocnin {n2} je stejn
mohutná jako množina p irozených ísel {n}, na úse ce je stejn  bod  jako na celé 
p ímce atd. Tyto skute nosti p ekvapovaly již Galilea. To, že ást m že být v tomto
smyslu rovna celku, je práv  charakteristikou nekone ných množin; pro kone né
množiny se to p ihodit nem že. N která, zdánliv  r zná nekone na tedy r zná
vlastn  nejsou. P esto je nekone en mnoho. Množina všech podmnožin dané
množiny X (tzv. její poten ní množina P(X)) má ve srovnání s p vodní množinou X
svoji mohutnost s jistotou v tší (d kaz lze vést op t sporem). Nekone en je tedy, 
již z tohoto d vodu, nekone n  mnoho. A žádné není nejv tší.
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Zcela p irozen , ješt  p ed formalizováním teorie, se objevila otázka, zda 
existuje množina s mohutností ležící mezi mohutností množiny p irozených ísel,
obvykle ozna ovanou 0 (alef nula) a mohutností kontinua C. (V aritmetice 
kardinálních ísel lze C vyjád it jako C = 2 0.) Cantor se snažil dokázat, že nikoli,
že jsou to mohutnosti následující bezprost edn  za sebou. Tato, tzv. hypotéza
kontinua se postupn  ukázala být na obvyklých axiomech teorie množin nezávislá. 
Gödel (1938) ukázal, že s ostatními axiomy je slu itelná a Cohen (1963) prokázal, 
že ani její odmítnutí nevede ke sporu. Mohou tedy existovat nejmén  dv  zcela
r zné teorie množin, s hypotézou kontinua nebo s její negací. 

Tato nezávislost však už nebyla úpln  p ekvapením. Omezené možnosti 
formálních axiomatických p ístup  ukázal již r.1931 K. Gödel svou v tou
o neúplnosti. Každý dostate n  bohatý formální systém je nutn  neúplný. Lze v 
n m formulovat tvrzení, která nelze jeho prost edky rozhodnout. Nelze dokázat 
jejich pravdivost.  Požadavek dostate né bohatosti není p íliš náro ný, znamená 
jen, že v jeho rámci lze vybudovat aritmetiku p irozených ísel. Kup . žádné 
axiomy teorie množin nemohou být tedy úplné. Gödel v geniální krok, který d kaz
umožnil, spo ívá v myšlence zakódování všech finitních prost edk  formální teorie 
v aritmetice samé (tzv. gödelovské o íslování).

Gödelovy výsledky z matematické logiky mají své souvislosti nejen v 
matematice, ale i v teorii po ítání (Turing), v teorii algoritmické složitosti (Chaitin) 
a jinde. Jaké jsou p ípadné možné d sledky pro fyziku a obecn ji pro p írodní
v du, to bylo p edm tem n kolika poznámek na 13. konferenci eských a 
slovenských fyzik  [2]. 

Z Gödelových prací vyplývá, že ne zcela prostá a pr hledná je už
elementární aritmetika a sama p irozená ísla. Ani zde nem žeme dokázat všechny 
pravdy, které o p irozených íslech platí. Která jsou však ona nedokazatelná 
tvrzení? Velice srozumiteln  formulovanou úlohou, která již od r. 1742 odolává 
d kazu i vyvrácení protip íkladem, je tzv. Goldbachova hypotéza, íkající, že 
každé sudé íslo se dá nejmén  jedním zp sobem napsat jako sou et dvou prvo ísel
(kup . 20=13+7, 22=17+5 atd.). Je snad také tato tak jednoduchá v ta z obvyklých
axiom  aritmetiky nerozhodnutelná? Nebo jak je tomu s otázkou, zda 
prvo íselných sousedních dvoj at (jako nap . 11 a 13, 17 a 19 nebo 101 a 103 atd) 
je nekone n  nebo jen kone n  mnoho? Nevíme. Víme jen, že nedokazatelná
pravdivá tvrzení existují. 
 Situace s nekone ny je složitá podstatnou m rou proto, že p i po ítání nejde 
vždy jen o „kolik“, ale také o „kolikátý“. Jazyk vedle íslovek základních pot ebuje
i íslovky adové. U kone ných soubor  a p irozených ísel problém nevzniká. Na
otázku „kolik“ dává odpov  vždy po adí posledního po ítaného kusu, tedy stejn
vlastn  odpov  na otázku „kolikátý“.  Vedle mohutností množin (kardinálních 
ísel) zná tak matematika také ísla ordinální. Pro nekone né soubory je asi 
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názorn jší než o ísle hovo it o typu uspo ádání, protože výsledek na charakteru 
uspo ádání a po adí v po ítání významn  závisí. S ítání v aritmetice nekone ných
ordinálních ísel není komutativní.
 Je-li objekt  nekone n  mnoho, ten „poslední“, limitní je -tý. Teorie
množin je vybudována tak, že jedinými objekty v diskusi jsou práv  jen množiny.
P irozené íslo n lze chápat jako tu množinu, která všechny p edcházející má za své 
podmnožiny. Dobré uspo ádání je dáno náležením . Rozhodneme-li se p ijmout
aktuální existenci nekone né množiny všech p irozených ísel, pak tato množina,
ozna ená v t chto souvislostech zpravidla symbolem , p edstavuje první 
nekone né ordinální íslo.

Džin je vypušt n. Další ordinální íslo (následník) je pak zapsán jako + 1. 
Atd. Již se neubráníme ordinálním ísl m + 1, + 2, …,  . 2, …, 2, 2 + 1, …, 

3, …, 4, …, , …, , …, … a stále v tším nekone n m. Máme 
pak transfinitní aritmetiku, lze pracovat s transfinitní indukcí, atp. 

0

 Jen n která z ordinálních ísel mají povahu ísel kardinálních, totiž ta, která 
odpovídají dob e uspo ádaným množinám. Ta lze srovnat do posloupnosti

0< 1< 2<…< <…. Hypotéza kontinua pak o ekává, že mohutnost kontinua C
odpovídá 1, tj. C = 1. Jak už víme, tomu tak být m že, ale také nemusí. Záleží
na naší volb  axiom . Axiomy je možno ale p ipojovat vždy jen tak, aby 
s p edchozími nebyly ve sporu. Dokázat bezespornost celého souboru se nám však 
nepoda í. Ani pro aritmetiku není možno formáln  bezespornost prokázat (Gödel
1931). Lze dokazovat jen relativní bezespornost. Je-li bezesporná teorie T bez 
axiomu A, pak je bezesporná i rozší ená teorie T+A po jeho p idání; atp. 

Vedle hypotézy kontinua byl nej ast ji rozebírán tzv. axiom výb ru, íkající:
Ke každému, i nekone nému souboru disjunktních neprázdných množin existuje
množina reprezentant  (vzork ), vybraná po jednom z každé z nich. Axiom 
deklaruje existenci, nedává však návod, jak tuto množinu zkonstruovat. I o n m
bylo ukázáno, že nezávisí na axiomech obvyklé teorie množin a je navíc nezávislý i 
na p ijetí i odmítnutí hypotézy kontinua. Máme tady již nejmén ty i r zné
možnosti, jak vybrat teorii množin. Axiom výb ru vzbudil souhlas, ale i zna ný
odpor, než byl p evážn  p ijat. Mnozí jej odmítali. Jak škodolib  ukázali jeho 
p íznivci, i odp rci jej n kdy použili, aniž by si to jasn  uv domili.  Leckdy se totiž 
hodí v d kazech celkem b žných v t. N které jeho d sledky (nebo k n mu
ekvivalentní tvrzení) nás však opravdu nemile p ekvapí. Kup .: Každou množinu
lze dob e uspo ádat (Zermelo). Nuž, uspo ádejme dob e množinu reálných ísel …
Návod, ovšem, nemáme. Tento axiom, jak se vyjád il Russel, je nejprve skoro 
samoz ejmý, poté problematický a nakonec dojdeme k záv ru, že nevíme, o em je 
vlastn e .
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 Nejv tší nevoli u fyzik  asi vyvolává z n j vyplývající Tarského-Banach v
paradox. Ten íká, že s jeho pomocí lze trojrozm rnou kouli rozd lit na p t ástí a 
z t chto ástí pak translacemi a rotacemi složit koule dv , ob  p vodní velikosti. 
Objem se zdvojnásobil. Tak lze ud lat z blechy t eba slona. Fyzikové bývají 
šokováni, zvlášt  pokud rozd lení je pojmenováno jako roz ezání. Jde tu však o 
roz len ní koule na podmnožiny. T mto podmnožinám ( ástem) nelze v bec
p isoudit objem, nejsou totiž lebesgueovsky m itelné. len ní nelze fyzikáln
realizovat, „názorné jistoty“ tímto nefyzikálním procesem tedy dot eny nejsou. 

V jistém smyslu je k axiomu výb ru alternativní tzv. axiom 
determinovanosti, který íká: Každá, i nekone ná hra na p irozených íslech je
determinována, tj. pro jednoho ze dvou protihrá  existuje vyhrávající strategie. 
(Pro kone né hry lze toto tvrzení dokázat matematickou indukcí.) Axiom 
determinovanosti je s axiomem výb ru neslu itelný. Jeho pomocí lze však dokázat 
hypotézu kontinua. V teorii množin je navrhováno a rozebíráno i mnoho dalších 
axiom , p edevším t ch, které postulují existenci r zn  velkých kardinál . Uve me
n která jména: nedosažitelný, Mahl v, slab  kompaktní, subtilní, nevýslovný,
Ramsey v, m itelný, siln  kompaktní, ob í, atd. 
 Z r zných axiom  lze dokázat r zná tvrzení. Jak se Vám zamlouvá tzv. 
Goodsteinova v ta [3]? (Viz P ílohu 2.) Lze ji dokázat ve standardní aritmetice
vybudované v teorii množin. Slabší axiomy Peanovy aritmetiky k jejímu d kazu
ale nesta í (nelze ji tu, ovšem ani vyvrátit).

Že ani se vztahem obou fyzikou využívaných nekone en není vše prosté a 
pr hledné, jak bychom si asi p áli, dokládá také tzv. Löwenheimova-Skolemova
v ta, íkající: Každý finitní formální systém má spo etný model. M jme  tedy
spo etné  nekone no  ( 0) tj. m jme množinu všech p irozených ísel N.
Cantorovo diagonální schéma nás p esv d uje, že musí existovat i nekone no
nespo etné (viz P íloha 1), které lze v teorii množin snadno vybudovat. 

Jak se pak máme srozum t s tím, že i k této teorii existuje model, který je
toliko spo etný? Není to spor? Formáln  logicky nikoli. Spor vzniká tím, že nejsme 
d slední a neodd lujeme jazyk a metajazyk. (Predikát náležení  není v obou
modelech shodný, nevyjad uje totéž.) Nerozlišování jazyka a metajazyka je však,
bohužel, v lidském vyjad ování obvyklé. Neumíme vystoupit úpln  ze svého sv ta
a nahlížet jej zven í, a  práv  o to fyzika obvykle usiluje. Sm šujeme pohledy 
vn jší a vnit ní. Zdá se, že intuice, jakkoli je ošidná a nespolehlivá, je v lidském
poznání nezbytná a nepominutelná.

4 Deterministický chaos 
Co je fyzik m do všech t ch nekone en? Nás se to netýká… Lze se ale 

otázat: Opravdu? Matematika je p ece jazykem fyziky. 
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Jako ilustraci uve me p íklad z teorie deterministického chaosu. Cantorova
množina je fraktál s metrickou dimenzí (Hausdorffovou, podobnostní, 
Kolmogorovou) D = ln2/ln3 = 0,6309…, který nesmí chyb t v žádné knize 
o deterministickém chaosu [4] (Viz P ílohu 3). Její struktura je p íkladem struktury 
obvyklé u chaotických atraktor  disipativních dynamických systém . Zp sob  jak 
tuto množinu zkonstruovat je n kolik, nejznám jší je jist  proces vyjímání
prost ední (otev ené) t etiny z výchozího intervalu. To, co z stane z p vodního
intervalu <0,1> poté, „co jsme došli do nekone na“, je práv  Cantorova množina.
Tato množina má Lebesqueovu míru nula (co zbylo má „délku“ lC = lim(2/3)n = 0).
Koncové body ponechaných interval  v každém kroku (totiž konce první a t etí
t etiny každého z interval  z p edchozího kroku) vytvá ejí spo etnou množinu (v 
každém kroku je jich jen kone n  mnoho Nn=2n). Poté, co „dorazíme do 
nekone na“ nám tyto body s jistotou zbudou nevy aty. Je to všechno? Nikoli.
V trojkové soustav , s ciframi 0, 1 a 2, je Cantorova množina zapsána 
posloupnostmi cifer 0 a 2 (jedni ky vždycky chybí, ty odpovídají st edním
t etinám). Ale t chto posloupností je práv  tolik jako posloupností tvo ených z cifer 
0 a 1, které ve dvojkové interpretaci odpovídají všem bod m p vodního intervalu
<0,1>. Je to tedy množina nespo etná. P ekvapiv  proto vyhlíží skute nost, že mezi
každými dv ma body Cantorovy množiny lze vždy najít celý interval bod , které 
této množin  nenáleží. Odtud název Cantor v prach i Cantorovo diskontinuum.

Podmínkou deterministického chaosu je nelinearita p íslušných
diferenciálních rovnic. Jak mohou být nelineární rovnice ošidné, demonstrují kup .
tzv. univerzální diferenciální rovnice. Taková rovnice je z experimentálního
pohledu schopna vlastn  dát ešení „popisující jakýkoli výsledek fyzikálního 
m ení“. S libovoln  zadanou spojitou funkcí se totiž n které její ešení ve spo etn
mnoha bodech shoduje zcela p esn  a mezi nimi odpovídá toto ešení zvolené 
funkci s libovoln  zadanou p esností  > 0. Chovají se ešení diferenciálních rovnic 
vždy podle našich o ekávání? Sotva. Zmín ná rovnice není ovšem fyzikáln
použitelná, nespl uje požadavek jednozna nosti ešení z po áte ní podmínky.

V této souvislosti p ipome me tzv. stínové lemma z teorie deterministického
chaosu [5]. Na po íta i, striktn  vzato, chaos nelze bezprost edn  demonstrovat (a
se to b žn iní). Po íta  pracuje diskrétn  a má kone n  mnoho stav , takže 
opravdový chaos jako výstup nabídnout nem že, situaci zachra uje však to, že 
v libovolném -ovém okolí vypo tené trajektorie existuje autentická chaotická
trajektorie, za ínající ale z jiného blízkého po áte ního bodu, než ze kterého se 
za ala odvíjet trajektorie vypo ítaná.

5 Fyzika a reálná ísla
Co je to fyzikální kontinuum? Co jsou to v bec reálná ísla? Z hlediska

teorie algoritmické složitosti [6] je reálné íslo dosti podivný pojem. Je-li 
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vyjád eno nekone nou posloupností cifer, typické reálné íslo nese vlastn
nekone né množství informace a je ve smyslu této teorie „nahodilé“. To platí pro
„skoro všechna“ reálná ísla. Takové reálné íslo nem že být získáno jako 
výsledek m ení, nem že vyjít jako výsledek výpo tu, nelze je vlastn  informa n
zpracovávat. Typické reálné íslo je finitním procesem v bec nedefinovatelné a je 
nepojmenovatelné [7]. Fyzik m jde vždy o to, najít hodnotu fyzikální veli iny
s libovolnou p esností. íslo je v tomto ohledu dáno algoritmem, umož ujícím
další zp es ování podle pot eby. Stojí za to íst provokativní lánek R.Hamminga 
[8].

Fyzika žádá vymezení svých pojm  a veli in tak, aby byly m itelné, aby 
byly vymezeny operacionalisticky. Alespo  v principu by m lo být možno
hledanou veli inu m it. Ostatn , kvantová mechanika, by  v jiném smyslu, p ímo
užívá termíny m itelná a pozorovatelná veli ina. Stále se vrací nesnadný problém
pochopení procesu m ení a interpretace kvantové mechaniky a celé kvantové 
fyziky v bec.

Mohou být „divnosti“ kvantové teorie n jak navázány na „divnosti“
pogödelovské matematiky? Kvantová teorie zná spojitá pole a diskrétní kvanta. 
V tomto sm ru se spekulací nebojí R. Penrose [9],[10].

Sympatické a fyzikální mysli blízké je i snažení P.Vop nky, který, a  velmi
úsp šný matematik ve h e s problémy matematických nekone en a velkých
kardinál , není t mito nekone ny p íliš nadšen a usiluje o odlišné p vodní p ístupy
a o jiná uchopení problému. Nejprve matematicky v tzv. alternativní teorii množin
[11], pozd ji filozofujícím rozborem p edstavy obzoru  (horizontu) [12], jako toho,
co odd luje „osv tlenou“, ostrou a námi rozlišenou ást pozorovaného p edm tu od
ásti „neosv tlené“.V této analýze se pak uplat ují pojmy neostrosti,

nerozlišitelnosti apod. 
 M že fyzika využít ve svých teoriích výsledk  matematických úvah o 
r zných nekone nech, i naopak, m že matematik m n co p edložit jako nový 
zdroj a motivaci?

6 Záv r
Fyzikové by asi m li dobrodružstvím s mnoha matematickými nekone ny

v novat pozornost. Kdysi byl v eskoslovenském asopise pro fyziku uve ejn n
obrázek J.A.Wheelera, stojícího v posluchárn  p ed tabulí, na níž bylo napsáno 
n co v tomto smyslu: „Gödelova v ta je p íliš závažná, než aby mohla být 
ponechána pouze matematik m“. Nelze ji parafrázovat: „Otázky nekone na jsou 
p íliš závažné, než aby mohly být ponechány pouze matematik m“? Máme už co 
nabídnout?
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