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Abstract

Non-linearities may lead to the phenomenon of deterministic chaos. Its determinism is rooted
in real numbers. Axioms for the set theory, which is the base for the theory of real numbers,
should be in the field of interest of physicists.
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1 Uvod

Vliv nelinearit na dynamické chovani systémt se obvykle projevuje a je studovan ve dvou
riznych smérech. Vliv stavu systému na sviij vlastni vyvoj mize vést v case k synenergetickému
efektu posileni jiz dosaZzeného a tim i k vytvoreni makroskopickych struktur a jejich evoluce. V
jevu deterministického chaosu nelinearity naopak vedou k destrukci reguldrniho predvidatelného
chovani a systém se pak chova chaoticky.

2 Deterministicky chaos

Deterministicky chaos vyrista na ptidé klasické mechanické fyziky, intenzivni zajem vzbudil ale
az pred dvaceti lety v souvislosti s rozvojem vypocetni techniky. I kdyZ o zaludnostech nelinea-
rit védél uz Poincaré, mysl fyzikt témér na celych sto let plné zaujalo elektromagnetické pole,
relativita, gravitace, kvantové efekty, stavba latek a subnuklearni c¢astice.

Trochu ironickou (a nepiili§ zndmou) je skutecnost, ze digitalni po¢ita¢ chaos produkovat a tedy
ani predvadét, vlastné nemize, pocet jeho moznych stavi je totiz konecny. Lze vSak dokazat,
ze podle tzv. ,stinového lematu“ se ale v libovolné malém okoli (e > 0) vypoctené trajektorie
nachéazi skutecna chaoticka trajektorie, zacinajici vSak z nepatrné odlisnych pocatecnich pod-
minek, nez byla ta, ze které se vypocet zacal odvijet.

Vyznamnou veli¢inou, kterou miizeme charakterizovat chaotické chovani, je tzv. Kolmogorovova
entropie, udavajici jak rychle systém ,zapomind“ své pocatecni podminky nebo, jinak vyjad-
feno, jak rychle je systémem na makroskopické tirovni produkovana informace, tj. jak rychle z
nepozorované mikroskopické trovné na pozorovanou, makroskopickou troven informace vytéka.
Z pohledu rozbihani se stavovych trajektorii jsou rozhodujici hodnoty Ljapunovovych expo-
nenti. Kladna hodnota alespon jednoho z nich vede k exponencidlnimu rozbihani se pivodné
blizkych stavi (,,motyli efekt®) a k extrémni citlivosti na poc¢ateéni podminky.

Jingym prostfedkem posuzovani chaoti¢nosti (tj. nahodilosti) trajektorie je tzv. algoritmicka
nahodilost [1]. Algoritmicky informacni obsah daného objektu (napt. fady cifer) je dén nej-
krats$im programem, ktery je schopen objekt popsat (fadu vypocitat a vytisknout). Nemuze-li
byt program kratsi nez posloupnost sama, je posloupnost algoritmicky ndhodné. Ze souvislosti



mezi vyhodnocovanim algoritmického informacéniho obsahu a Godelovymi vysledky o netplnosti
formalnich systémut vyplyva, Ze neexistuje obecny program, ktery by algoritmickou nadhodnost
rozhodoval.

Sam nazev deterministického chaosu vyzniva sporné, jedna ¢ast nazvu jako by popirala ¢ast
druhou. Neni to ale tak. Determinismus je zalozen na pfedstavé o spojitém kontinuu realnych
Cisel, v nichz se Tesi prislusné diferencialni rovnice. Poc¢atec¢ni stav jednoznac¢né a nekonecéné
presné determinuje kterykoliv stav budouci. Omezend predikovatelnost je pak dana faktorem,
ze kazdé méreni je mozné jen s konecnou presnosti diskrétniho intervalu hodnot.

A zde se dostavame k vlastnimu predmétu tohoto prispévku, ktery je souborem ¢i spisSe t¥isti
poznamek o matematickém kontinuu a fyzice.

3 Realna disla

Neni pochyb o tom, Ze redlné ¢islo je jednim ze zakladnich stavebnich kament fyzikalni teorie.
Matematika je vyjadfovacim jazykem fyziky a realné ¢islo, diferencialni rovnice apod. jsou z
hlavnich pojmt, s nimiz budujeme fyzikdlni obraz svéta. Jevi se jako samoziejmé a nezbytné.
Hodnoty fyzikalnich veli¢in jsou dany realnymi ¢isly. Uspéch je fantasticky: klasicka i relativis-
tickda mechanika, teorie poli, ba i ambiciézni teorie superstrun s redlnymi cisly bézné pracuji.
Hluboké zaludnosti vztahu diskrétniho a spojitého si vSak byli néktefi védomi jiz v antice, jak
doklada kupf. Zenonova aporie Achilles a zelva.

Také Gauss se obaval nekonecna: ,,Protestuji proti pouziti nekoneénych velikosti jako skutec-
ného celku, to neni v matematice dovoleno. Nekonec¢no je jen zptisob mluvy...“ Z dalSich uvedme
Kroneckera: ,,Cel4 ¢isla stvoril btih, vSe ostatni je dilo ¢lovéka.“ Atd.

Mnozi matematici byli vSak nadseni. Cantor prijal aktualni nekone¢no a vybudoval jeho teorii,
totiz teorii mnozin. Ta byla poté formalizovana a postavena na axiomaticky zaklad a Hibertova
matematicka duse si mohla pochvalovat: ,,Nikdo nas nevykaze z raje, jejz pro nas Cantor vytvo-
Fil.“ Sam se vSak dockal hotkého zklaméani svych nadéji, kdyz tézce nesl to, jak Godel ukazal,
ze jeho program bezproblémové axiomatizace celé matematiky neni podle jeho predstav vibec
proveditelny. V kazdém, dostatecné bohatém systému, ktery je schopen obsdhnout aritmetiku
prirozenych ¢isel, budou vzdy existovat tvrzeni nerozhodnutelna [2].

Pii axiomatické vystavbé pfirozenych a realnych ¢isel [3] mizeme postupovat rizné. Mizeme
zacit Cisly prirozenymi a ¢isly racionalnimi a pres jejich Dedekindovy fezy nebo ptes Bolzanov-
ské - Cauchyovské posloupnosti vybudovat ¢isla redlna. Lze naopak zacit i axiomaticky rovnou
s Cisly redlnymi a ¢isla pfirozend z nich pozdéji vydélit jako specidlni podmnozinu.

Ani prirozend cisla vsak axiomaticky nezvladneme k plné spokojenosti. Nikoli vSe lze dokézat.
A nevime, co dokazat nelze. Je Goldbachova hypotéza, ze ,kazdé sudé ¢islo je souctem dvou
prvocisel“ dokazatelna z obvyklé Peanovy axiomatiky? Kdopak vi.

U reélnych c¢isel, kde potfebujeme sc¢itani, nasobeni a uspofadani s existenci suprema shora
omezené mnoziny (tj. Dedekindiv princip), je struktura jesté bohatsi a rozhodné ne snadno
prihledna.

Potfebujeme pojem mnoziny, pfi ¢emz jsme si vSak védomi, Ze axiomatickd teorie mnozin ne-
mize dokazat vse, je nutné netuplné. Pfirozené ocekavani, ze mezi mohutnosti spocetné mnoziny
prirozenych cisel alef nula a mohutnosti nespocetné mnoziny kontinua C jiz nelezi zadné dalsi
mohutnost (tzv. hypotéza kontinua), se ukazalo byt na obvyklé zakladni axiomatice teorie mno-
zin podle Zermela a Fraenkela nezavislé. Mtizeme hypotézu kontinua pfijmout ¢i odmitnout a
ke sporu nedojdeme, jen budeme mit rizné teorie mnozin.

Podobné také axiom vybéru, fikajici, ze ,z kazdého disjunktniho (obecné ovsem nekoneéného)
souboru mnozin mizeme utvorit novou mnozinu vybérem pravé jednoho prvku z kazdé mnoziny
souboru“. Tento axiom je rovnéz nezavisly na ostatnich axiomech, ba i na hypotéze kontinua.



V nékterych dikazech z matematické analyzy je vhodny a dava dobré sluzby, jinde vede k ne-
prirozenym dusledkim. Kupf. k tzv. Tarského - Banachovu paradoxu, kdy ,,rozdélime kouli na
Cty¥i ¢asti, ¢asti pooto¢ime a slozenim dostaneme kouli o dvojndsobném objemu* (mira se totiz
nezachovava). Axiom vybéru je ovSem nekonstruktivni, nefikd ndm jak vybér provést, konsta-
tuje jen existenci.

Ruznou konzistentni kombinaci vzédjemné slucitelnych ¢i alternativnich axiomu (kupf. axiom
determinovanosti, axiomy ruzné velkych kardinali atp.) mizeme postupné formulovat odlisné
teorie nekoneénych mnozin [4].

Ktera z nich je v8ak pro fyziku nejvhodnéjsi? Zda je tfeba ocenit ,fyzikalné pritazlivé“ usili P.
Vopénky o vybudovani tzv. alternativni teorie mnozin spjaté s predstavou horizontu, v niz se
vyskytuji pouze dvé nekone¢na [5].

Vratme se opét k deterministickému chaosu. Lze snad Fici, ze pravé on nabizi urcité ,testovaci®
prostfedky k rozboru potfeb, které na realna cisla klade fyzika, nebo alespori jeji mechanice
blizké c¢ast.

U disipativniho systému piejde chaotickd trajektorie posléze k chaotickému (tj. podivnému)
atraktoru s necelociselnou metrickou dimenzi. V kazdém, i popularizujicim pojednani o cha-
osu a fraktalech je jako ilustrativni ptiklad takové mnoziny zminovana tzv. Cantorova mnozina
(Cantorovo diskontinuum, Cantoriv prach apod.) K. Ta mize byt konstruovana nekone¢né krét
se opakujicim procesem vyjiméni oteviené (!) stfedni tfetiny intervalu. Za¢neme-li intervalem
< 0,1 > a zapiSeme-li ¢isla v trojkové soustavé s pouzitim cifer 0, 1, 2 snadno nahlédneme, zZe
koncové body ponechanych uzavienych (!) intervalt jsou zapsany ciframi 0 a 2. Po dvou krocich
kupt. zbudou intervaly < 0,1/9 >, < 2/9,3/9 >,<6/9,7/9 >, < 8/9,1 > a jejich koncové body
jsou v trojkové soustavé zapsany takto: 0.000, 0.002, 0.020, 0.022, 0.200, 0.202, 0.220, 0.222.
Pokracujeme-li déle ,,az do nekonecna®, vzdy vystac¢ime se zapisy pomoci cifer 0 a 2. V kaz-
dém kroku nam vsak zlistavaji stale se zmensujici uzaviené intervaly s témito koncovymi body.
To, co nam zbyva, postupné ubyva a limitni mnozina K mé Lebesgueovu miru nula. Zda se,
7ze ndm ,poté co jsme dorazili do nekoneéna“ zbyly ,nakonec” pravé jen tyto konecné body.
Na kterémkoli ,trojkovém® misté maji bud 0 nebo 2. Je jich vSak spocetné mnoho; sice neko-
necéné, ale spocetné. Vsech posloupnosti cifer 0 a 2 je vSak nespocetné mnoho, ,,pravé tolik“ jako
vSech bodii na puvodnim intervalu < 0,1 >. Vzpomenme na Cantortv dikaz(diagonalnim sché-
matem), ze mohutnost kontinua je vétsi nez mohutnost mnoziny pfirozenych ¢&isel. Spocetnou
procedurou s¢itani koncovych bodt se ke Cantorové mnoziné dobrat nemtzeme. Svét redlnych
¢isel je touto, byt sebedelsi cestou nedosazitelny.

Z pohledu algebraického informac¢niho obsahu je informace uloZené ,témér v kazdém“ real-
ném ¢isle nekonecné velka. Redlné ¢islo je nekoneénou posloupnosti cifer (kupt. 0 a 1). Takova
posloupnost je ,ndhodna“, nemutze byt obecné podle zddného pravidla zkracena. Realné cislo
nemuze byt naméreno, poc¢itano, napsano, ba ani viibec finitné definovano. ,,Realna ¢isla nejsou
pro lidi, jsou pro Panaboha* (J. Ford). A proto jsou ve fyzice docela doma a spésné se v ni
uplatriuji.

4 Zavér

Tak jako geometrie neni jen zalezitosti matematikd, ale geometrie readlného svéta je predevsim
mnozin a k predstavé o kontinuu?

Co obménit slova A.Wheelera: ,Godelova véta je ptilis zdvazna, nez aby mohla byt ponechana
jen matematikim“ na: ,Problém kontinua redlnych ¢isel je pro fyziku prili§ zavazny, nez aby
mohl byt ponechan jen matematiktm.“

Mohou zde néc¢im prispét védecké spekulace podobné Penrosové predstavé ,kvantovém vhledu“



a o nealgoritmické povaze lidské mysli [6]7
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